Pitagorasz tételének altalanositasa n-dimenziora

Ajanlom ezt az {rast Lazarné Kantor Irénnek, a kolozsvari Béthory Istvan Liceum volt matematika
tandrdnak és igazgatdjanak, aki bevezetett a matematika izgalmas és szépséges vilagaba.

1. Segédtétel:

Az dbra jeloléseit haszndlva és a haromszog teriiletét S-sel jelolve:

B < A

16S* = 2a°b* + 2b%c* +2¢%a* - a* - bt - ¢*

Bizonyitds:

2 => 2cx=a’-br+ ¢’

a’-x’=b’—(c-x)> =m
masfelol,

m’ = a’ - x* és 48 = m’c
a kett6t Osszevetve majd behelyettesitve:

168 = 4m’c? = 4a’c? - 4c’x* = 4a’c? - (a2 -b*+ cz) 2= 4a’c?-at-bt-ct+ 2272 + 2057 - 2% =
=2a’b” + 2b%c* +2¢%a” - a* - b* - ¢*, amit bizonyitani akartunk.
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Kicsit atalakitva:
168 = 2a%b” + 2b%c? +2c¢%a’ - a* - b* - ¢* = 2a’b™+2b%c? - b - (a*- 2c%at + ¢f) =
=2a’b*+2 b’c? - b*- (a® - ¢?)?

2. Segédtétel:

Egy derékszogli tetraéder (OABC) derékszogii csticsdbdl (O) valamely 4tellenes élre (pl. AC) bocsatott
merdleges talppontja (E) megegyezik az éllel szemkozti masik csticsbdl (B) ezen élre (AC) bocsatott
merdleges talppontjdval (E).

OB merdleges az OAC sikra, igy a benne levdé AC egyenesre is (a hirom merdleges tétele).

OE merdleges AC-re (igy hatdroztuk meg).

Ezért AC merdleges az BOE sikra, tehat a benne taldlhaté BE egyenesre is,

azaz E lesz B-bdl AC-ra bocsatott merdleges talppontja is.
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Pitagorasz tételének haromdimenzios valtozata

Egy derékszogii tetraéder , befogo-lapjainak” négyzetosszege megegyezik az ,dtfogo-lapjanak”
négyzetével.

A ,befogé-lapok™: a derékszog melletti haromszogek, az ,,atfogd-lap”: a derékszoggel szemkozti lap,
egy lap négyzete: teriiletének négyzete.
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Jelolések:

S. : az OBC hdromszog teriilete
Sp : az OCA haromszog teriilete
Sp : az OAB hdromszog teriilete
S, : az ABC hdromszog teriilete
OA=x,0B=y,0C=2,BC=a,CA=b,AB=c

Bizonyitas:
Belathato, hogy:
4Sa2=yzz2 s 4Sb2= 22x? s 4SCZ)=x2y2 s a’= y2 +72 s b= +x2 s A=x+ y2

Az 1. Segédtétel alapjén:
16S,? = 2a’b” + 2b%c” + 2c%a’ —a* - b - ¢*

Behelyettesitve:

168, =2(y" + 2)(Z° + X)) + 2 + X)X+ Y) + 2 + Y)Y +2) - (Y + 2 - (Z +x) - (X + ¥ =
= 2y%7% + 2y°x% 422 + 227X% + 22°%7 + 227y 42x" + 2x7y” + 2xX%y° + 2x72 2yt + 2y°7° -

- y4 - 2yzz2 St -2 - xt - xE - 2xzy2 - y4 = 4yzz2 +47°%% + 4xzy2 =

= 4(4S,7) +4(4Sy) +4(4SD)

Tehat: S, =S, + Sy’ + S¢”, q.e.d.



Pitagorasz tételének négydimenzios valtozata

Egy négydimenzios derékszogli , penta-éder” , hdromdimenzios befogdinak” négyzetosszege
megegyezik a ,, hdromdimenzios dtfogo” négyzetével.

A ,hdromdimenzids befogdk™ a négy derékszdgli tetraéder, a , hdromdimenzids dtfogd” a derékszoggel
szemkozti tetraéder. A térfogatok négyzeteire vonatkozik a tétel. A négydimenzids ,,penta-éder” azt
jelenti, hogy 6t tetraéder hatdrolja e négydimenzids testet.

- c D

6\ - H '.‘_-. A

OA, OB, OC, OD paronként merélegesek egymdsra.
Ez csak tgy lehetséges, ha D a negyedik dimenzidban taldlhatd. A tétel allitdsa:

2 2 2 2 2
VZoasc + Voasp + Voacp + Vosep = VVaene

OA=a,0B=b,0C=¢,0D=d=>

AB’=a’+b’, AC’=a"+c’,AD’=a’+d>, BC’=b"+c¢’,BD’=b’ + d*, CD* = ¢’ + d

(mivel a hat OXY hdromszdg mindegyike derékszogii)

E az O-b6l CA-ra bocsdtott magassdg talppontja. A 2. segédtétel alapjan, B-bdl CA-ra bocsatott
magassag talppontja is E (OABD derékszogi tetraéder). Hasonléan a D-b6l CA-ra bocsatott magassdg
talppontja is E (OADC derékszogt tetraéder).

DF * EB = ZSEBDv 2SABC :AC * EB = SABC * DF = SEBD * AC

36V2ABDC = 4SZABC * DF2 = 4S2EBD * AC2 = 4S2EBD * (3.2 + Cz)

Kiszdmolandé S’ggp

BD’=b’ +d’

EB? = 48%,pc/ AC? = (a’b” + a’c? + b’ c?) / (a® + ¢*)  (lasd a hdromdimenziGs Pitagorasz-tételt)

ED? =48%spc/ AC? = (a’d” + a’c® + d’c?) / (a’ + ¢*)  (ldsd a hdromdimenzids Pitagorasz-tételt)

Az EBD hédromszogre alkalmazva az el8z6 segédtétel médositott véltozatét:

168%Epp* (a” + ¢%) = 2(a’d* + a’c? + d*cH) (b + d?) + 2(b* + dH)(a’d” + a’c” + b’c?) - (b + d¥) *(a’ + &) -
- ((a%d* + a’c? + d’c?) -(@’b* + a’cP + bicH)) 2/ (@* + D) =

=2(a’d* + 2’ + XA + ) + 207 + dH)(@D* + a’ + b)) - WP+ dH) @ + &) -

(@ + DA -bHY) Y@ +cH) =

= 2ad’b’+ 2a%c’b” + 2d%c’b” + 2a°d’d’ + 2a’c’d” + 2d’c’d” + 2b%a’b” + 2b%a’c” + 2b°b’c” + 2d%a’b’ +
+2d%%7 + 2d% - 0P+ D)@+ ) - @2+ AP -dH) 2 =

= 42’b” d> + 4a’ b’ + 42°Pd> + 4b%cd% + 2a%d* + 2¢%d* + 2b%a% + 2b%cr- (2b* + 2dYH) (% + ¢F) =
=4%36 * (VZOABD + VZOABC + VZOACD + VZOBCD)

tehdt 48%gp * (a° + ¢®) = 36 (V2oac + Voasn + Voacn + Voscp)

azaz VZOABC + VZOABD + VZOACD + VZOBCD = VZABDC , g.ed.



Pitagorasz tételének n-dimenzios valtozata

A kovetkezdkben az n-dimenzids véltozatot ismertetjiik, értelmezziik és bizonyitjuk.

A 3 dimenzi6s tetraédernek n-dimenzids valtozatit az O, A, A,,...A, pontok hatdrozzdk meg.

Ezt az n-dimenzids testet, hivjuk ,,(n+1)-éder’-nek, n darab (n-1)-dimenzids derékszogil ,,n-éder”
(OAA;... A1, OALA;. A,,...) és egy altaldnos (n-1)-dimenzids (A A,...A,, nem derékszogll) ,,n-éder”
hatdrolja. Az el6z6k (n-1)-dimenzids térfogatat hivjuk befogéknak, az utébbi (n-1)-dimenzids
térfogatat hivjuk atfogéknak. Ekkor a tétel ugyanigy hangzik:

A befogok négyzetének osszege megegyezik az dtfogo négyzetével.

A tobbdimenzios testek térfogata

Elfogadhatd, hogy egy n-dimenzids kocka térfogata a".

Egy ilyen kocka n darab egybevagé n-dimenzids ,,gilara” bonthatd, (hasonléan ahogy egy 3 dimenzids
kocka 3 egybevagé gildra bonthatd). E ,,gilak™ ,,alapjai” (n-1)-dimenziés kockak, melyeknek van egy
kozos O pontjuk, csucsaik pedig az O-val atellenes pont. (Ha egységnyi éli kockat vesziink, pl. O
koordinatai lehetnek (0,0,..,0), akkor az &tellenes ponté (1,1,..,1), azaz koordinitdik maximadlis (n)
Hamming tdvolsagra vannak egymastél.) Egy ilyen ,,n-dimenzids gula” térfogata tehat az n-dimenziés
kocka térfogatdnak n-ed része. Ebbdl konnyen levezethetd, hogy barmilyen ,.n-dimenziés gila”
térfogata n-ed része az (n-1) dimenzids alapja térfogatdnak és magassidgdnak szorzatdnak. (E magassig
fogalma ortogondlis n-dimenzids gila esetén trividlis, amikor nem lesz az, majd részletezziik.)

Ezekbdl az is konnyen beldthat, hogy az n-dimenzidés derékszogli ,,(n+1)-éder” térfogata
ar*ay*...*a,/nl, ahol a,a,,...,a, a derékszogbdl kiindulé élek hossza.

Bizonyitas

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik. A tételt (n-1)-ig bizonyitottnak feltételezziik, erre alapozva
igazoljuk n-re is. (n=2-re Pitagorasz bizonyitotta, ez mar elég is lenne, 3 és 4-re csak az érdekesség
kedvéért bizonyitottuk.)

Az O, A, A,,...A, pontok hatdrozzdk meg az n-dimenzids derékszogii ,,(n+1)-éder”-t.

E pontok koordindtdi legyenek (0,0,..,0), (a,0,..,0), (0,a,,..,0),..,(0,0,..,0,a,).

Az n darab (n-1)-dimenziés derékszogli ,,n-éder”-eket meghatdrozé ponthalmazokat ugy kapjuk meg,
hogy az (n+1) ponthalmazbdél az O kivételével rendre elhagyunk egyet, ezek térfogatai lesznek az
(n-1)-dimenziés befogdk. Az ,atfogd” az A,, A,,...A, pontok altal meghatdrozott (n-1)-dimenzids
(nem-derékszogil) ,,n-éder” térfogata.

A Pa=a *a,*...*a, jelolést alkalmazva, az eléz6ek alapjan beldthat6, hogy az i-dik (n-1)-dimenziés
befogd Pa/ay/(n-1)!

Az (n-1)-dimenziés (nem-derékszogii) ,,n-éder”-t Gigy tekintjiik, mint aminek A, A,,...A,.; pontok &ltal
meghatdrozott (n-2)-dimenzids (n-1)-éder az ,alapja”, és A, a csicsa. E test magassidga az A, pont
tdvolsdga az ,,alaptol”. Ez két egymdsra merdleges szakaszbdl 4ll: az OA,, valamint az O tdvolsdga az
Ay, Ay,...A, pontok dltal meghatdrozott (n-2)-dimenzids (n-1)-édert6l (,,alaptol”). Az O, A, A,,...An
pontokra igaznak feltételeztiik a tételt, ezt alapjan az ,,alap” térfogatdnak négyzete:

V2, .=Pa%a,  (1/a >+ 1/ay+...+1/a, ;)/(n-2)!)*

Ezt megszorozva az ,alap” O-t6l valé tdvolsigdnak négyzetével (m,?) és osztva (n-1)>-tel, az
OAA,.. A, tetraéder térfogatinak négyzetét kapjuk (V2,,), ebbél szdamoljuk ki az ,alap” O-t6l valé
tavolsdganak négyzetét:

Viorme/(n-1)’=Vy

m,’=V2, *(n-1)Y V2, ,=Pa¥/a,*/((n-1)1)**(n-1)*/(Pa*/a, *(1/a,*+ /ay+...+1/a, 1 H/(n-2) 1))
my=1/(1/a’+1/ay"+...+1/a,,>) (érdekes eredmény...)

igy az A, pont ,alaptdl” vett tivolsaganak négyzete: m*=m, +a,"

Ebbdl az ,,atfogd” négyzete:

V(A A A)=m>*V? ,/(n-1)*=

=(1/(1/a*+1/a+... 1/a, *)+a, D) *Pa/a, > (1/a + 1 /ay +...+1/a, . H)/((n-2))*/(n-1)*=
=(Pa’/a,>+Pa’/a,+Pa’/a,’+..+Pa’/a, )/((n-1)!)*

ami tulajdonképpen a fent emlitett ,befogék™ négyzeteinek dsszege, q.e.d.



Megjegyzések:

Ha az n-dimenzids ,testet” hatdrold (n-1)-dimenzids ,feliileteket” a rdjuk ,,merdleges”, mértékiikkel
ardnyos vektorral dbrazoljuk, akkor e vektorok Osszege természetszerlien zérus (hisz a feliilet zart).
Derékszogti tetraéder esetén n vektor (a ,befogéké”) pdaronként merdleges egymadsra, igy ezek
ereddjének a nagysiga a négyzetosszegiik gyoke. Az ered6 nagysdga az ,atfogdval” megegyezd, irdnya
meg azzal ellentétes kell legyen, hogy a vektordsszeg nullat eredményezzen. Igy kicsit egyszeriibben
jutunk ugyanarra az eredményre.

Mivel e specidlis poliéderek az 6sszes csicskombindciét tartalmazzak, a csticsok, élek, lapok, ... (n-1)-
dimenzi6s n-éderek rendre a kombinaciés szamok. gy ezek Gsszege (a teljes testet meg az iireshalmazt
leszamitva) 2"'-2, véltakoz6 elbjellel osszegezve pedig 1-(-1)™", azaz paros dimenzi6ji test esetén 0,
pératlanéban pedig 2. Ez utébbi nem mds, mint az Euler-féle poliédertétel (c-é+1=2) dltalanositdsa. A
nem ilyen tipusi n-dimenzids testekre ezekbdl az (n+1)-éderek-bdl indulhatunk ki (pl. ha egy
hdromszoget sokszoggé alakitunk, ugyanannyival nd a csicsok szdma, mint az éleké, ha pedig egy 4j
pontot egy m oldali lap csticsaival kétiink Ossze, az m-lap helyett m 4j lap és m 4j €l keletkezik, stb.)

Erdekes lenne a 3-dimenzi6s tétel dbrazoldsa az eredeti tételhez hasonléan (négyzetek az oldalakon).
Mivel itt teriiletek négyzeteit kéne dbrdzolni, 3 dimenzidban is csak ezek vetiiletei johetnek széba...

A 3-dimenziés valtozatnak sok esetben gyakorlati haszna is van, nekem tobbszor is egyszerUsitett
bizonyos szdmitdsokat.

Az elsé otlet és bizonyitds 1987(?) b6szén sziiletett. 1993 koriil nekildttam szdmitogépbe bevinni, aztdn
mds teendok miatt félretettem. 2009. év végén Borocz Nandor megkért, olvassam dt egy matematikdval
foglalkozo érdekes kéziratdt. Ennek hatdsdra tértek vissza gondolataim a matematikdhoz, és fejeztem
be ezen iromdny begépelését. Az ellendrizetlen vdltozat 2010. janudr 14-én lett kész Budapesten.

Méder Istvdan
ui:
Pdr nappal késébb nekidlltam ezen irdst angolra forditani. Mivel az angol matematikai kifejezéseket
nem ismerem, sokat keresgettem az Interneten. E kézben bukkantam erre:
de Gua's Theorem:
“The square of the area of the base (i.e., the face opposite the right trihedral angle) of a trirectangular
tetrahedron is equal to the sum of the squares of the areas of its other three faces.
This theorem was presented to the Paris Academy of Sciences in 1783 by J. P. de Gua de Malves.”
Széval a haromdimenzids valtozat ismert, a tovabbiak viszont nem...



